Szereg Fouriera

Szeregiem trygonometrycznym nazywamy szereg postaci

(1) % + i(an cosnx+ b, sinnx)

n=1

gdzie a,, a,,b, s3 pewnymi statymi.
Szeregiem Fouriera odpowiageym danej funkcjif catkowalnej w przedzialég—n,n) nazywamy

taki szereg trygonometryczny, ktdérego wspotczynriiane wspoétczynnikami Eulera-Fouriera
obliczono wg wzorow:

_17
8= _J:Tf (X dx
_17
(2) a, = ”Jnf (X) cosnxdx

) _1 j f (X)sinnxdx
n—rr

dlan=123..
Szereg Fouriera odpowiaday danej funkcjif maze by zbiezny (i to niekoniecznie ddof x())lub
rozbiezny.

Szereg trygonometryczny Fouriera

Trygonometryczny szereg Fouriera dla przebiegévesduvych ma posta

f(t)=a,+ i (a, coskait +Db, sinkat)

k=1

2 12 - wspotczynniki widma parzystego
a =— _[ X(t) coska,t)dt
T
2
.
2 - wspotczynniki widma nieparzystego

= %L X(t) sin(kay,t)dt

Trygonorﬁetryczny szereg Fouriera jest rowngnyawyktadniczemu szeregowi Fouriera i zawsze
post& wykladniczz mozna przeksztatéi do postaci trygonometrycznej i odwrotnie. Wynikazt

faktu, ze kazda liczbe zespolon mazna przedstawiw postaci wyktadniczej lub trygonometrycznej.



Definicja:

Wypadatoby zaczac od definicji. Szeregiem Fouriera nazywamy nieskonczony szereg
funkcyjny w postaci:

v {4 .
Siz) = — - i, cos x4+ b sinnr

n=1

Szereg Fouriera pozwala funkeje okresowsg o okresie 27 przedstawié za pomoca sumy
funkcji trygonometrycznych.

Wspdlczynniki (wzory Eulera-Fouriera) fhy, i Irlr, dla funkciji okreslonej na przedziale

[_?f: ?L'jdefiniowane s3 w nastepujacy sposob:

l m
gy = — f flx) cosnxdr
TJ 5

1 T
II' — . .-.j..
e = _1 j_‘r f{x)sinmnrda

Wzory Eulera-Fouriera przybierajg prostszg postac w dwoch przypadkach, gdy rozwijana w

szereg funkcja jest parzysta albo nieparzysta (I{T') = f{—x)aibo
—f(x) = f(~a),

Funkcje parzyste:
9 [T 3 4T
ag = — flo)de, ay, = — flx)cosnrdr, b, =0
™ Jo T Jo
Funkcje nieparzyste:
q m
ag =10, @, =0, by = — flx) sinnx dr
T Jo

Jak widaé, powyzsze wzory znacznie utatwiaja obliczenie wspodlczynnikéw. Zmienia sig
przede wszystkim przedziat catek oznaczonych.

Amplituda i faza harmonicznej
a, coskat + b, sinkayt =4/aZ +b? sin(kat + W, )

gdzie:
cosW¥, = B

lub \/af +b?

a, coskat + b, sinkayt =4/aZ +b? coskapt +3,)
gdzie: a,

COSY, = ——
Jai+b?

podstawiajc za
h =& +b’

otrzymamy inm post& szeregu trygonometrycznego Fouriera:
f(t)=a,+ ) hsinkat +W,) f(t) =a,+ ) h coskapt +3,)
k=1 k=1

hy — amplituda k-tej harmonicznejy, 9« — faza pocatkowa k-tej harmoniczneg-pulsacja podstawowa

&

Jai v

siny, =

b

sing, =



Widmo sygnatu
Funkcja okresowa o okresie T rozma w szereg Fouriera zawiera sktadowe o

czestotliwasciach wy, 20y, 3wy...Wartagci poszczegolnych sktadowyclhh sdwne wspotczynnikom
szeregu Fouriera. Uktad wspotczynnikbw odpowiaciggh poszczegdlnym egtotliwosciom
tworzy tzw. widmo cestotliwosciowe. Istnieg wigc dwa sposoby przedstawiania funkcji: w
dziedzinie czasu i w dziedziniegstotliwosci.

Dla przedstawienia funkcji w dziedzinie estotliwosci potrzebne s dwa widma: _widmo

amplitudowei widmo fazowe

Widmo amplitudowe rzeczywistej funkcji okresoweptesymetryczne wzgtlem osi pionowej
przechodzcej przez pocstek ukiadu (jest to funkcja parzysta). Widmo fazoyest funkcy
symetryczg wzgledem pocatku uktadu (funkcja nieparzysta).
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Widmo amplitudowe
i fazowe wyprostowanego -6n_-4n_ -2n | .,
sygnatu sinusoidalnego | 0 2m dm 6m
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Szereg wyktadniczy Fouriera

Warunki Dirichleta dla funkgciji f(t):
1. funkcja f(t) musi posiadaskaiczone wartéci maksimow i minimow w kadym
skaiczonym przedziale
2. funkcja f(t) musi posiadaskaiczory liczbe punktéw niecigtosci w kazdym skaiczonym
przedziale
3. funkcja f(t) musi b§ bezwzgtdnie catkowalna
Dowolng, spetniagca warunki Dirichleta funkgj f(t) w przedziale ¢, to+T) mazna przedstawiza

pomog sumy funkcji wyktadniczych:

F()= ch e dla b<t<pt+T o2

— “b ,
e o ¢ =2 [ @
Wspotczynniki ¢ szeregu Fouriera przyjmuposta: T

Wspotczynnik ¢ otrzymujemy poprzez aproksymadynkcji zespolonych w ok&&onym przedziale. Wspd&iczynnikj, ¢

wyznaczone zostaty z warunku minimalizacjdu sredniokwadratowego.



Przyktad 1:
Rozwingéw szereg Fouriera funkgje: f{:r} = Tna przedziale [_71" 5'"1

Funkeja liniowa jest nieparzysta, potrzebny jest wiec tylko wspdiczynnik bﬁ,

2
b =—f”:r.siﬁ.n:nd;r
T 0 }

Zanim przejdziemy do wiasciwych obliczen warto obliczy¢ sobie najpierw catki
nieoznaczone:

COS T AT, sinnrdr

Caiki te obliczymy metoda "przez podstawianie":

= o L ST NT
ffOS'n--f.d_I__ dt = ndx » = fcostd—t—— —+C
at _ d.l"' T
m

b=na 1 COS N
jsi-n. nrdr={dt =ndr y =— fsi—n. tdtf = ————— + C
n

@t
r|_d'r

Zabierzmy sig za wspoiczynnik I, obliczmy najpierw catke nieoznaczona:
2 . f u=.:rI J" = .'-J-H n.r
— [ xsmnrdr =<1 , o =
T =1 v=-—-28=
n
—27 cosSNE 2 —2r cosny  2sinny

+ — | cosnadr = + 5
Tn Tn n TN

Kohczymy "eznaczajac catke":

—2rcosmn 2sinmn —2rncosmn 2sinmn
- = . —=
T anc T2 an2
2—mancosmn+ sinan) =2(=1)"
= —
s 1

W powyzszym rdwnaniu (lewa strona) sinus zawsze bedzie réwny 0, cosinus z kolei
przyjmuje kolejno wartosci: -1, 1,-1, 1. itd . Stad takie uproszenie.

Wracamy teraz do definicji szeregu, wspotczynnik i jest rowny O dla dowolnego n wiec
wystarczy podstawi¢ wspolczynnik ﬁn:

- 9 __1yn
flr) ~ Z -['—'H.‘-m I

n=1
3_ /
3 ~ /
. i
it —~
. ,-"/
i —
C p.
— k
PP T U YR A NIRRT W 1. MNP U U SN - ol T T S LIS TN TR L et T TP 1k 1
- - i B -
3 =2 =1 7 1 a E}
e’
7 C
r =1 F
—
/
/—__/ .
d
~ /S
/u F
\u E

Wykres dla n=10



Przykiad 2:

- — -’ 1
Rozwingé w szereg Fouriera funkcje: f EIJ - |.1"| na przedziale [—;'r, T
Funkcja ta jest parzysta, wiec od razu wiadomo z jakich wzorow na wspoiczynniki bedziemy
-
korzystaé. Nasuwa sie tylko jedno pytanie: Skad wziaé catke zf (EP

]
Spojrzmy na tg funkcje w inny sposdb, na przedziale [”- . jest to funkcja liniowa. W
poprzednim przykiadzie rozwijalismy tg funkcje wedtug sinusow (Funkcija liniowa i funkcja

A
sin sg nieparzyste). Jako, Zef[-' I jest parzysta, funkcja liniowa po odbiciu wzgledem OY
bedzie rowniez parzysta, wystarczy wigc tylko rozwingé funkcje liniows wedtug
kosinusow.

Potrzebna nam bedzie nastepujgca calka:

5] ™
a, = — & cosnr dr
T Jo .

J £00909ax= [V (xu(xdx=v(x)u(x) - [ (39u' (Ydx

2 p w=1x v = cosne
; T COSNT AT = W =1 oy aimnz [T
: - -

2esin s 2 . 2rstn nr o8
- = [ sinnzdr= +
T

2
mrn m mn-

Uwzgledniamy przedziat ["- 7"]:

2rsinTn 2cosTn 2
2

+
T i

2rnsinmn + 2eosTn— 2

an?
A=1)" =2

e

Z powyzszego wzoru niestety nie obliczymy wspotczynnika 4. Nalezy wiec policzy¢ catke:

q w
— xide = Fil
T Jo .

Podstawiamy teraz wspolczynniki i mamy gotowy szereg:
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Wykres dla n=10



Przykiad 3:

) — ~r-'l ’; " bl
Rozwinaé w szereg Fouriera funkch:f () = 2" = 3 pg przedz‘ale[_?'f-?'f_.

Niestety ta funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta, do rozwinigcia funkeji w szereg
potrzebne beda wszystkie wspdlezynniki.

Zacznijmy od wspotczynnika

1 /" L 7 1 [T
ﬂ‘.g:—j ;1:2—3.-1214.-1::—/ ;EQEI;E——/ 3xdr =
Tf . T/ . T ) .

a 7 . p
2 3 m I o w 3Ir 2

3 2r : 2 3 2 3

Kolejna catka:

" o r
1 4 1 % 3
i, = — (r" = Bz)eosnrdr = = rcosnydy — — xcosnax dir
w =-X w =N w -

Zabierzmy sie za pierwsza z catek:

1 n 2 !
2 u=.:>r " = Ccosnr
— rcosmnrdr =4 =

—_ D ) — Sinnr
TJ u 20 1 SHLuS
2sin nr 2 L
_ rsinnrdr =

mn an J__
2sin nr  2rcosnr 2sinnx

7t E
i FIYia i

Beosmn % 2cos(—nn) 2(=1)" % 2(-1)" 4(—-1)"
ne n? nt n? n?

Druga catka na przedziale [—71', TTj jest rowna zero, wigc wspblczynnik @, znajduje sie

linijke wyZej.

Jezeli chodzi o wspdtczynnik i‘.. to obliczenie catki jest analogiczne jak w poprzednim

przyktadzie, dlatego po prostu podam wynik.

1 ey % " G(—1)"
—[ (= — 3)sin nwdr = L
Ndesx )

n
Tak wyglada szereg:
2 = m m
4{—1 6(—1 .
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Wykres dla n=25



Przykiad 4.
Rozwim¢ w szereg Fouriera funkgjf (x) = x°.

Przedtuajac w sposob #-okresowy nasgz funkcje, otrzymujemy funkgj spetniagca zatazenia
twierdzenia. Liczymy kolejno wg (2):

b, = 1 Ixzsinnxdx
T

=T

[[ % Edit Action Interactive [[ % Edit Action Interactive [ % Edit Action Interactive
R e o | S e | o [ R e R R 2
n - n - n -
%\J\zzdz %\J\A’EGDS(NA")C'A’ %j\xzsin(nxhdx
-n -n -1
Zem? 4(-13" a8
3 2 2
m
0 | h | i
b b had

Zatem, zgodnie z (1), dostajemy dlattego x O(~ 77, 77)
S() =277 +4Y (-1 O = ¢
3 = n
Ktadac x =0 otrzymujemy po prostych przeksztalceniach ciekawywik:
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